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วธีิการค่าสมัประสิทธ์ิของสมการถดถอยแบบง่ายดว้ยวธีิก าลงัสองนอ้ยท่ีสุด  
(Method for finding simple regression coefficient by least square error) 

 

สนัทดั พรประเสริฐมานิต 

 

 ในการท านายค่าของตวัแปรตาม (Predicted variable; criterion) ดว้ยตวัแปรตน้ (Predictor) 

นั้น จะตอ้งแปลงค่าของตวัแปรตน้ดว้ยการแปลงเชิงเสน้ (Linear transformation) เพื่อใหส้ามารถท าให้
ความแตกต่างระหวา่งค่าของตวัแปรตน้และค่าของตวัแปรตามนอ้ยท่ีสุด หรือพดูอีกนยัหน่ึงวา่ใหมี้ค่าความ
ผิดพลาดในการท านาย (Error of prediction) ใหน้อ้ยท่ีสุดนัน่เอง  

วธีิการแปลงเชิงเสน้จะเป็นการคูณตวัแปรตน้ดว้ยค่าคงท่ี แลว้บวกดว้ยค่าคงท่ีอีกตวัหน่ึง สามารถเขียน
ไดรู้ปดงัน้ี 

 Ŷ  = bXa   

 X คือ ค่าตวัแปรตน้ 
 Ŷ  คือ ค่าตวัแปรตามท่ีท านายไดจ้ากการแปลงเชิงเสน้ตวัแปรตน้ 

 a คือ ค่าของตวัแปรตามท่ีท านายไดเ้ม่ือท าใหค้่าของตวัแปรตน้เท่ากบัศูนย ์หรือเรียกอีกอยา่ง
วา่จุดตดัแกน Y (Y-intercept) 

 b คือ ค่าการเปล่ียนแปลงของค่าตวัแปรตามท่ีท านายไดท่ี้เกิดจากการเปล่ียนแปลงค่าของตวั
แปรตน้ไป 1 หน่วย หรือเรียกอีกอยา่งวา่ความชนั (slope) ของสมการ 

ส่วนค่าความผิดพลาดในการท านายสามารถหาไดจ้ากความแตกต่างระหวา่งค่าตวัแปรตามท่ีสงัเกตได ้
และค่าตวัแปรตามท่ีท านายไดจ้ากการแปลงเชิงเสน้ตวัแปรตน้ ดงัสมการ 

 e  = YY ˆ  

 e คือ ค่าความผิดพลาดในการท านายค่าตวัแปรตามท่ีสงัเกตได ้
 Y คือ ค่าตวัแปรตามท่ีสงัเกตได ้

เม่ือรวมสมการทั้งสองเขา้ดว้ยกนั จะกล่าวไดว้า่ค่าตวัแปรตามท่ีสงัเกตไดจ้ะเกิดจากการรวมกนัระหวา่ง
จุดตดัแกน Y ค่าความชนัคูณกบัค่าของตวัแปรตน้ และค่าความผดิพลาดในการท านายดงัสมการ 

 Y  = ebXa   

จากท่ีกล่าวมาขา้งตน้ สามารถอธิบายความสมัพนัธ์ของค่าต่างๆ ในการท านายตวัแปรตามดว้ยตวัแปร
ตน้ไดด้งัภาพการกระจดักระจาย (Scatterplot) เม่ือน าตวัแปรตน้อยูใ่นแกน X และตวัแปรตามอยูใ่นแกน Y 

ไดด้งัภาพท่ี 1 

จุดต่างๆ จะแสดงค่าตวัแปรตน้และตวัแปรตามท่ีสงัเกตได ้ส่วนเสน้ในภาพ จะเป็นเสน้ท่ีเกิดจากสมการ
ถดถอย และสมการถดถอยน้ีก็มาจากการแปลงเชิงเสน้ของตวัแปรตน้นัน่เอง ค่าตวัแปรตามท่ีท านายไดจ้ะเป็นจุด
ต่างๆ ท่ีอยูบ่นเสน้ ระยะห่างท่ีขนานกบัแกน Y ระหวา่งค่าของตวัแปรตามท่ีสงัเกตได ้และค่าตวัแปรตามท่ีท านาย
ไดจ้ะเท่ากบัค่าความผิดพลาดในการท านาย 
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ภาพท่ี 1   แสดงความสมัพนัธ์ระหวา่งค่าต่างๆ ในการท านายตวัแปรตาม (Y) ดว้ยตวัแปรตน้ (X) 

 

อยา่งไรก็ตามก็มีค าถามวา่ค่าของ a และ b ท่ีเหมาะสมท่ีสุดคือเท่าไร หรือกล่าวไดอี้กนยัหน่ึงวา่แปลง
เชิงเสน้ตวัแปรตน้อยา่งไร ใหท้ านายตวัแปรตามไดดี้ท่ีสุด วธีิการแรกคือท าใหผ้ลรวมของค่าความผิดพลาดในการ
ท านายนอ้ยท่ีสุด ถา้ท าใหค้่าความผิดพลาดรวมกนัเท่ากบัศูนยไ์ด ้จะท าใหก้ารท านายถูกตอ้งแม่นย  ามากท่ีสุด อาจ
เขียนในรูปสมการไดคื้อ    0)ˆ( YYe นัน่เอง ต่อไปจะน าค่าน้ีมาหาค่าจุดตดัแกน Y และค่าความ
ชนัของสมการดงัน้ี 

 )ˆ( YY  = 0  

จากสมการ 1 )(  bXaY  = 0  

   bXaY  = 0  

   XbnaY  = 0  

หาร n ตลอด XbaY   = 0  
 Y  = Xba   

จากสมการผลลพัธ์จะเห็นไดว้า่ เสน้สมการใดก็ได ้ท่ีผา่นจุดพิกดั ),( YX ก็จะท าใหค้่าความผิดพลาด
ในการท านายตวัแปรตามดว้ยตวัแปรตน้ทุกตวัรวมกนัเท่ากบัศูนย ์แต่เน่ืองจากเสน้ท่ีผา่นจุด ),( YX ไม่น่าจะเป็น
เสน้สมการท่ีท านายไดดี้ท่ีสุดดงัภาพท่ี 2 ก และ 2ข จะเห็นวา่เสน้สมการถดถอยในภาพท่ี 2ก น่าจะท านายได้
ดีกวา่ 2ข เน่ืองจากในรูป 2ก จุดต่างๆ เกาะกลุ่มรอบเสน้มากกวา่ ท าใหมี้ค่าความผิดพลาดในการท านายนอ้ยกวา่ 
แสดงวา่ค าตอบจากการท าใหค้่าความผิดพลาดในการท านายรวมกนัเท่ากบัศูนยจึ์งไม่ใช่ค าตอบท่ีดีท่ีสุด 

Gauss และ Markov ไดร่้วมกนัหาวธีิท่ีจะหาเสน้ท านายท่ีดีท่ีสุด วธีิการประมาณค่าแบบน้ีใน
ปัจจุบนัเรียกวา่วธีิก าลงัสองนอ้ยท่ีสุดแบบดั้งเดิม (Ordinary Least Square: OLS) วธีิน้ีมีหลกัการอยูว่า่
เน่ืองจากค่าความคาดเคล่ือนในการท านายอาจมีค่าติดลบได ้ท าใหเ้สน้ท่ีผา่นจุดพิกดั ),( YX สามารถมีผลรวม
ของความคาดเคล่ือนเท่ากบัศูนยไ์ด ้แต่ถา้ไม่ท าใหค้่าของความคาดเคล่ือนติดลบจะท าใหผ้ลรวมของค่าน้ีมี
ความหมายมากข้ึน ดว้ยเหตุน้ีจึงน าค่าความคาดเคล่ือนในการท านายมายกก าลงัสอง เพ่ือใหไ้ม่มีค่าติดลบ แลว้น า
ค่าความเคล่ือนก าลงัสองน้ีมารวมกนั หรือเขียนเป็นรูปสมการไดว้า่    22 )ˆ( YYe ค่าน้ีอาจเรียกไดว้า่
ผลรวมก าลงัสองของความคาดเคล่ือน (Sum of square error: SSerror) ถา้เสน้สมการใดท่ีสามารถท าให้ค่า
น้ีมีค่านอ้ยท่ีสุด น่าจะเป็นเสน้สมการท่ีท านายไดดี้ท่ีสุด แต่ก่อนจะข้ึนถึงวธีิการหา ตอ้งมีความรู้เร่ืองแคลคูลสั
เลก็นอ้ย ซ่ึงจะอธิบายโดยคร่าวดงัน้ี 

Ŷ  = bXa   
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ภาพท่ี 2   แสดงเส้นท่ีผา่นจุดพิกดั ),( YX ซ่ึงในรูปคือจุดกากบาท วา่เส้นทั้งสองเส้นไม่น่าจะสามารถท านายไดดี้เท่ากนั ในรูป 2
ก น่าจะท านายไดดี้กวา่รูป 2ข เน่ืองจากจุดต่างๆ เกาะกลุ่มรอบเส้นมากกวา่หรือมีค่าความผิดพลาดในการท านายน้อยกวา่ 

 

แคลคูลสัจะมีหลกัการหน่ึงท่ีเรียกวา่การหาอนุพนัธ์ (Derivation) ส่ิงน้ีจะช่วยในการหาค่าต ่าสุดและ
ค่าสูงสุดของสมการได ้ถา้กล่าวอยา่งหยาบๆ การหาอนุพนัธ์ขั้นท่ีหน่ึงเป็นการหาค่าความชนัแต่ละจุดของเสน้
สมการท่ีจุดใดจุดหน่ึงนัน่เอง เช่น ถา้มีสมการเสน้ตรง Y = 4X + 5 ใหห้าค่าอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงเม่ือค่า X = 

3 จะไดค้่าอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงของสมการน้ีเท่ากบั 4 เพราะวา่ค่าความชนัตลอดสมการเท่ากบั 4 เสมอ ถา้เขียน
เป็นรูปสมการดงัน้ี 

จากสมการ Y = 4X + 5 
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ดงันั้นไม่วา่ค่า X จะเท่ากบัเท่าไรก็ตาม ค่าความชนัตลอดสมการเท่ากบั 4 

แต่ถา้สมการท่ีความชนัไม่เทียมกนัตลอดสมการ เช่น สมการพาราโบลา Y = X
2
 สมการน้ีจะเป็นรูป

เสน้โคง้แบบหงาย สงัเกตวา่ค่าความชนัจะไม่เท่ากนัตลอดทุกจุด (ค่าชนัของแต่ละจุดวดัไดโ้ดยวดัความชนัของ
เสน้สมัผสัเสน้โคง้ในจุดนั้นดงัภาพท่ี 2) จากภาพตอ้งการความชนัของจุดท่ี X = 2 วธีิการก็สามารถใชว้ธีิการหา
อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงไดด้งัน้ี 

จากสมการ Y = X
2
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ดงันั้นความชนัเม่ือจุด X = 2 จะเท่ากบั 2(2) เท่ากบั 4 นัน่เอง 
 

หมายเหตุ สรุปสูตร
จะแสดงไวถ้ดัจากน้ี 

หมายเหตุ สรุปสูตร
จะแสดงไวถ้ดัจากน้ี 



 
รูปท่ี 3   การหาความชนัของกราฟ Y = X

2
 ของจุด X = 2 

 

สรุปสูตรการหาอนุพนัธ์มีดงัน้ี (ในท่ีน้ีจะแสดงเฉพาะสูตรท่ีใชใ้นการพิสูจน์เท่านั้น) 
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ถา้อยากหารายละเอียดเพ่ิมเติมสามารถหาไดใ้นหนงัสือของ Weir, Hass & Giordano (2005) 

หรือหนงัสือแคลคูลสัทัว่ไปในบทเร่ืองการหาอนุพนัธ์ 

เม่ือทราบวธีิการหาอนุพนัธ์แลว้ ต่อไปจะกล่าวถึงวธีิการหาค่าต ่าสุดและสูงสุด เม่ือลองสงัเกตรูปท่ี 3 จะ
เห็นวา่เสน้โคง้ดา้นซา้ยจะมีความชนัเป็นลบ แลว้จะลดลงเร่ือยๆ จนกระทัง่จุดท่ี X = 0 จะมีความชนัเท่ากบัศูนย์
พอดี แลว้ความชนัจะเป็นบวก แลว้เพ่ิมข้ึนเร่ือยๆ จะเห็นวา่จุดท่ีมีความชนัเท่ากบัศูนยจ์ะเป็นจุดการเปล่ียนการ
เพ่ิมหรือการลดของสมการ จะท าใหจุ้ดดงักล่าวมีโอกาสท่ีจะเป็นจุดต ่าสุดหรือจุดสูงสุดสูง ดว้ยเหตน้ีุจะใชค้วามรู้
เร่ืองน้ีในการหาค่าต ่าสุดของผลรวมก าลงัสองของความคาดเคล่ือน 

ถา้ลองสงัเกต จะพบวา่ยิง่ลากเสน้ท านายห่างจากจุดพิกดั ),( YX มากเท่าไร จะยิง่ท าใหค้่า SSerror มี
ค่าสูง ดงันั้นน่าจะมีจุดๆ หน่ึงท่ีท าใหค้่า SSerror มีค่านอ้ยท่ีสุด ต่อไปน้ีจะใชค้วามรู้ในการหาอนุพนัธ์ หาวา่ค่า a 

และค่า b ใดท่ีท าใหค้่า SSerror มีค่านอ้ยท่ีสุด กล่าวคือจะท าใหอ้นุพนัธ์อนัดบัหน่ึงมีค่าเท่ากบัศูนยด์งัสมการ 
 2)ˆ( YY  = 

2)(  bXaY  

 SSerror = 
2)(  bXaY  

ต่อไปจะท าใหค้่า SSerror มีค่านอ้ยท่ีสุด ดงัน้ี 
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  = XbaY   

 Y  = Xba   

จะเห็นวา่เหมือนกบัสมการท่ี 4 แสดงวา่ไดข้อ้มูลมาวา่สมการท่ีผา่นจุดพิกดั ),( YX จะมีแนวโนม้ท่ีท า
ให ้SSerror มีค่านอ้ยท่ีสุด แต่วา่สมการดงักล่าวคือสมการอะไร ตอ้งหาขอ้มูลจากการแกส้มการท่ีสอง 
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  =   )( 2 XYbXaX  

  =    XYbXaX 2
 

  =    XYXbXa 2
 

  XY  =   2XbXa  

แทนค่า a ดว้ยขอ้มูลจากการหาอนุพนัธ์ในสมการแรก คือ XbYa   เป็นดงัน้ี 

  XY  =   2)( XbXXbY  

  XY  =    2XbXXbXY  



   XYXY  = )( 2   XXXb  

เม่ือดูรูปสมการท่ี 5 พบวา่ 
   XXX 2  =   2)( XX  

และ   XYXY  =   ))(( YYXX   
ดงันั้นสามารถเขียนรูปสมการท่ี 5 ไดใ้หม่เป็น 

   ))(( YYXX  =   2)( XXb  

หรือ b  = 







2)(

))((

XX

YYXX
 

ถา้น า n – 1 หารทั้งเศษและส่วนของพจน์ดา้นขวาจะไดสู้ตรเป็น 

 b  = 
x

XY

S

cov
 

เพราะฉะนั้นเสน้สมการท านายท่ีท าใหค้่า SSerror มีค่านอ้ยท่ีสุดจะตอ้งมีค่าความชนั หรือค่า b เท่ากบั
ค่าความแปรผนัร่วม (Covariance) ของตวัแปรตน้และตวัตามหารดว้ยส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐานของตวัแปรตน้ 
ขณะท่ีจุดตดัแกน Y สามารถหาไดโ้ดยแทนค่าจากสมการ XbYa   
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